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3.7  Εμβαδόν επίπεδου χωρίου 

 

1. ΘΕΜΑ_2_36838 

Γίλνληαη νη  ζπλερείο ζην  ζπλαξηήζεηο  f  θαη g .   

Αλ        
3 8 5 5

1 1 3 1
f x dx 6 , f x dx 29 , f x dx 8 , g x dx 6        , ηόηε: 

 α)  Να βξείηε ηα νινθιεξώκαηα: 

 i.  
8

3
f x dx   ii.   

8

5
2f x dx   iii.      

5

1
f x g x dx    

 β)  Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε  g  ηζρύεη όηη  g x 0  γηα θάζε  x 1,5 ,  ηόηε λα βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

πνπ ζρεκαηίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  g , ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο x 1  θαη x 5 . 

 

2. ΘΕΜΑ_2_36849 

Γίλεηαη  ε ζπλάξηεζε f  κε  
2x , x 0

f x
1 ζπλx , x 0

 
  

  
  

 α)  Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0.  

 β)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f , ηνπ 

άμνλα x x  θαη ησλ επζεηώλ x 2   θαη  x π . 

  

3. ΘΕΜΑ_2_36837 

΢ην ζρήκα ε ηεζιαζκέλε γξακκή ΘΑΛ απνηειεί γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο f νξηζκέλεο ζην , πνπ 

δηέξρεηαη από ην ζεκείν  0,2  θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  ζην 

 1,0  . 

 α)  Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξώκαηα:  

  i.  
1

2
f x dx



       ii.  
0

1
f x dx

        iii.  
3

0
f x dx   

 β)  Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο 

θαηαθόξπθεο επζείεο  x 2    θαη   x 3 .  

 

4. ΘΕΜΑ_2_33588 

΢ην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο 

ζπλάξηεζεο f  κε πεδίν νξηζκνύ ην . Γηα ηα εκβαδά ησλ πεξηνρώλ 

1 2 3, ,    ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο ηζρύεη 

     1 2 3

4

3
        

 α)  Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάησ νινθιεξώκαηα: 
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  i.  
1

0

f x dx   ii.  
3

0

f x dx   iii.  
4

0

f x dx  

 β)  Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:    
2023 2023

0 4

f x dx f x dx  . 

 

5. ΘΕΜΑ_2_32800 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f : 1,9   ηεο νπνίαο 

ε γξαθηθή παξάζηαζε θαίλεηαη ζην δηπιαλό  ζρήκα. 

Πάλσ ζην ζρήκα έρνπλ ζεκεησζεί νη ηηκέο ησλ 

εκβαδώλ ησλ ρσξίσλ  πνπ ζρεκαηίδεη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f  κε ηνλ άμνλα x x , όηαλ  x 1,7 . 

Γίλεηαη αθόκε όηη   
2

9

7
f x dx 16  θαη όηη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f  ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  κόλν ζηα ζεκεία κε ηεηκεκέλεο 1,  3,  5,  7 . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη  
9

7
f x dx 4 . 

 β)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  θαη ηνλ άμνλα 

x x , όηαλ  x 1,9 . 

 γ)  Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  
9

1
f x dx . 

 

6. ΘΕΜΑ_4_34566 

Θεσξνύκε ηελ παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  f : α,β ,  κε α 0  θαη  f x 0 ,  γηα θάζε  x α,β ,  γηα 

ηελ νπνία επηπιένλ γλσξίδνπκε όηη ε ζπλάξηεζε  f x  είλαη ζπλερήο ζην  α,β ,     xf x f x dx ln 2 ,



  

   2 2βf β αf α   θαη   f x 0    γηα θάζε   x α,β .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο      2g x xf x , x α,β   

ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε επζεία είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα x x .   

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

 2f x ,  ηηο επζείεο x α, x β   θαη ηνλ άμνλα x x ,  είλαη ln 4  ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

 γ)  Να απνδείμηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην   α,β .   

 δ)  Έζησ όηη ε ζπλάξηεζε  G  είλαη κηα αξρηθή ηεο  f  ζην  α,β .  Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε  x α,β ,  

ηζρύεη 
   

 
G x G α

f α .
x α





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7. ΘΕΜΑ_4_33634 

Έζησ 

π

2
2

0

π
I εκ xdx

2
   θαη 

π

2
2

0

π
J ζπλ xdx

2
  .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη 
2π

I J
4

  . 

 β)  Με ρξήζε ηεο αληηθαηάζηαζεο 
π

u x
2

   λα απνδείμεηε όηη I J  θαη θαηόπηλ όηη 
2π

I J
8

  . 

 γ)  ΢ην ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο 

2f (x) x
2


   ζην δηάζηεκα 0,

2

 
 
 

. Ζ επζεία ΟΑ ηέκλεη ηε 
fC  

ζηα ζεκεία  0,0 ,
π π

Α ,
2 2

 
 
 

,   ν νΚ x ,f x  θαη νξίδεη κε ηε 
fC
 

ηα ρσξία 
1 ,

2 . Να απνδείμεηε όηη : 

  i.  ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηεο 
fC , ηνπ άμνλα yy΄

 
θαη ηεο επζείαο 

π
y

2
  είλαη ην J . 

  ii.  ηα εκβαδά ησλ ρσξίσλ 
1 ,

2  είλαη ίζα . 

 

8. ΘΕΜΑ_4_35302 

Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο f, g  θαη h κε        x x xf x e , g x e 1 , h x e x 1 , x ,0        .  

 α)  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε  h  σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηελ θπξηόηεηα θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο.   

 β)  ΢ην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη 4 γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ζπλαξηήζεσλ, νη 
1 2 3 4C ,C , C , C .  Να αληηζηνηρίζεηε ζε θάζε 

κία από ηηο ζπλαξηήζεηο f, g  θαη  h  ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε, 

επηιέγνληαο κεηαμύ ησλ 
1 2 3 4C ,C , C , C  ηελ θαηάιιειε θαη λα 

δηθαηνινγήζεηε πιήξσο ηελ επηινγή ζαο.  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη, ε θακπύιε 
2C  ρσξίδεη ην ρσξίν πνπ 

πεξηθιείεηαη από ηηο θακπύιεο 
3C  θαη 

4C  θαη ηηο θαηαθόξπθεο 

επζείεο x 1   θαη x 0  ζε δύν ηζεκβαδηθά ρσξία.  

 

9. ΘΕΜΑ_4_33577 

΢ην δηπιαλό ζρήκα έρνπκε έλα νξζνγώλην 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ζην νπνίν 

απεηθνλίδεηαη κηα αγξνηθία ζηελ ζέζε B ηνπ 

αξλεηηθνύ εκηάμνλα Ox .  Γπηηθά ηεο 

αγξνηθίαο, θαηά κήθνο ηνπ ζεηηθνύ εκηάμνλα 

Ox ,  ππάξρεη έλαο ιόθνο, ην ύςνο ηνπ 
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νπνίνπ δίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε  f x x  γηα x 0 .  Όιεο νη ζπληεηαγκέλεο κεηξνύληαη ζε κέηξα. 

Καζώο ν ήιηνο αξρίδεη λα δύεη, ν ιόθνο ξίρλεη ζηελ πεδηάδα ηελ ζθηά ηνπ Ο΢, ε νπνία θαη κεγαιώλεη κε ηελ 

πάξνδν ηνπ ρξόλνπ t, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα.  

Θεσξνύκε t 0  ηε ζηηγκή πνπ ν ήιηνο ξίρλεη θάζεηα ηηο αθηίλεο ηνπ ζην ζεκείν O ηνπ ιόθνπ, ελώ ζηε 

ζπλέρεηα θηλνύκελνο πξνο ηα δπηηθά, αξρίδεη λα δεκηνπξγείηαη ε ζθηά. Αο είλαη ˆˆ P .   

 α)  Αλ ην ζεκείν  Ρ  έρεη ζπληεηαγκέλεο  P Px , y ,  λα απνδείμεηε όηη ε ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ  ΢ είλαη 

Px x .    

 β)  Να απνδείμεηε όηη θάζε ρξνληθή ζηηγκή t 0  ηζρύεη       
1

2
p

1
εθ σ t x t .

2



   

 γ)  Να βξείηε πόζν γξήγνξα κεγαιώλεη ε ζθηά Ο΢ ηε ρξνληθή ζηηγκή 
0t  θαηά ηελ νπνία νη αθηίλεο ηνπ ήιηνπ 

ζρεκαηίδνπλ γσλία 
π

σ
6

  κε ηνλ νξηδόληην άμνλα, ελώ απηή ηε ρξνληθή ζηηγκή 
0t  ε γσλία σ κεηώλεηαη 

κε ξπζκό 
1

rad
16

 αλά ιεπηό.  Γίλεηαη όηη 2

2

1
1 εθ σ .

ζπλ σ
     

 

10. ΘΕΜΑ_4_34151 

΢ην ζρήκα δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 
1C , 

2C , 
3C  ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ f , f ΄  θαη F , όπνπ F κία αξρηθή ηεο f  ζην . 

Γίλεηαη επίζεο όηη ε 
3C  ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y  ζην ζεκείν κε 

ηεηαγκέλε 1 , ελώ ε 
2C  δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη 

ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  ζε δύν αθόκε ζεκεία κε ηεηκεκέλεο 
1

,1
2

. 

Με δεδνκέλν όηη ν ηύπνο ηεο f  είλαη   3 2f x 4x 6x 2x    θαη ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη ε 
2C ,  

 α)  λα κειεηήζεηε κε ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο ηε ζπλάξηεζε F  

σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα ηνπηθά αθξόηαηα, 

 β)  λα δηθαηνινγήζεηε γηαηί ε γξαθηθή παξάζηαζε 
3C  αληηζηνηρεί ζηελ ζπλάξηεζε F , 

 γ)  λα βξείηε ηνλ ηύπν ησλ  ζπλαξηήζεσλ f 
 
θαη F , 

 δ)  λα βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηνπ άμνλα x x  θαη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο ζπλάξηεζεο f . 

 

11. ΘΕΜΑ_4_33598 

΢ην ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο θαη γλεζίσο 

αύμνπζαο ζπλάξηεζεο f  κε πεδίν νξηζκνύ ην [0,1] , ε νπνία δηέξρεηαη 

από ηα ζεκεία (0,0) θαη (1,1) . Σν ρσξίν Ω πεξηθιείεηαη από ηνλ άμνλα 

yy  ηελ επζεία y 1  θαη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f . 



 

 

 

 

5 

Σ
ξ
ά

π
εδα

 Θ
εκ

ά
ησ

λ
 ην

π
 Ηλ

ζ
ηηην

ύ
ην

π
 Δ

θ
π
α

ηδ
επ

ηηθ
ή

ο Π
ν
ι
ηηηθ

ή
ο 

 s
 c

 h
 o

 o
 l

 s
 .
 p

 a
 t

 a
 k

 i
 s

 .
 g

 r
 

Μ
α

ζ
ε

κ
α

ηηθ
ά

 Π
ξ
ν
ζ

α
λα

ην
ι
ηζ

κ
ν

ύ
 Γ

΄ Λ
π
θ
είν

π
 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη αληηζηξέςηκε θαη λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f  . 

 β)  Να κεηαθέξεηε ζηελ θόιια ζαο ην παξαπάλσ ζρήκα θαη ζρεδηάζεηε ζε απηό ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

1f  . 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη  
1

0

1
f x dx

2
 .                                          

 δ)  Αλ ζεσξήζνπκε όηη ε 1f   είλαη ζπλερήο αμηνπνηώληαο ην παξαθάησ ζρήκα λα απνδείμεηε όηη:   

  i.     
1 1

1

0 0

f x dx 1 f x dx    ,  ii.    
1

1

0

Δ Ω f x dx  , όπνπ  Δ Ω  ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω.   

                                                                             

12. ΘΕΜΑ_4_29645 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  f  κε  
2

3 2

3x 1 , x 0
f x .

x 3x 1 , x 0

   
  

    
  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε  f  έρεη δύν αθξηβώο ξίδεο ηηο  
1 2x , x   κε 

1x 0  θαη  
2x 3 .   

 β)  Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηεί θαζεκία από ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle ζην 

δηάζηεκα  1 2x ,x  κε 
1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο  f  ηνπ εξσηήκαηνο α). Να βξείηε όια ηα  1 2μ x ,x  γηα ηα 

νπνία ηζρύεη  f 0 .      

 γ)  Αλ ε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε 2, λα ππνινγίζεηε ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηελ επζεία ε θαη ηελ επζεία 

x 0 .    

 

13. ΘΕΜΑ_4_29646 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  f  κε    3 2f x x 3x 1 , x 0       

 α)  Να απνδείμεηε όηη: 

  i. Ζ  f  παξνπζηάδεη ζην  
1x 0  ηνπηθό ειάρηζην, ζην 

2x 2  κέγηζην θαη ην ζεκείν   1,f 1  είλαη 

ζεκείν  θακπήο ηεο  
fC .   

  ii. Tα ζεκεία   1 1A x ,f x ,   2 2B x ,f x   θαη    3 3x ,f x  είλαη ζπλεπζεηαθά θαη ην ζεκείν Γ είλαη ην 

κέζν ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ.  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε επζεία ΑΒ νξίδεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  δύν ηζεκβαδηθά ρσξία.  

 γ)  Έζησ ε ε εθαπηνκέλε ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο Β, ε νπνία ηέκλεη ηνλ άμνλα y y  ζην Γ. Να απνδείμεηε όηη 

ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηεο 
fC , ηεο 

επζείαο ε θαη ηνπ άμνλα y y  . 

  

14. ΘΕΜΑ_4_31792 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε   

2

2

x x 1 , 1 x 1

f x .ln x
1 , x 1

x

      
 

  
  

 
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 α)  Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη ζπλερήο, αιιά κε παξαγσγίζηκε ζην  
0x 1.    

 β)  Να βξείηε ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο f . 

 γ)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   xg x e .  Να ππνινγίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  f  θαη  g  θαη ηηο επζείεο κε εμηζώζεηο  x 1  θαη x e .  

 

15. ΘΕΜΑ_4_25147 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο         xf x e , g x f x x , x 0,2 .       

 α) Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  f , g  έρνπλ κνλαδηθό θνηλό ζεκείν ην 2A ,e
2


 

 
 

,  ζην 

δηάζηεκα νξηζκνύ ηνπο  0,2 .   

 β)  Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f, g  δέρνληαη θνηλή εθαπηνκέλε ζην 

ζεκείν ηνκήο ηνπο. 

 γ)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηνλ άμνλα y y   θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ησλ f gC , C .    

 

16. ΘΕΜΑ_4_28870 

Γίλεηαη κία ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  ζην  δηάζηεκα  3,2 ,  ε νπνία δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην  –1. ΢ην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

παξαγώγνπ ηεο f, ε 
fC   πνπ ζην δηάζηεκα  1,2  είλαη επζύγξακκν ηκήκα. 

 α)  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο.  

 β)  Να βξείηε: 

  i.   ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο f , αλ ππάξρνπλ, δηθαηνινγώληαο ηελ απάληεζή ζαο,  

  ii.  ηηο ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάησλ θαη ην είδνο ηνπο. 

 γ)  Αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην  0,2  θαη ηζρύεη όηη  
2

0
f x dx 4 ,    λα ππνινγίζεηε 

ηελ ηηκή  f 2 .    

   

17. ΘΕΜΑ_4_28476 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f :    γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

  
x 1

f x x 1
lim 0

ln x


  και    2f x x 1     γηα θάζε  x .  

 α)  i.  Να ππνινγίζεηε ην 
x 1

ln x
lim

x 1 
 ,  ii.  Να απνδείμεηε όηη  f 1 0 . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  f x 0  έρεη κία αθξηβώο ξίδα. 

 γ)  Να βξείηε ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο  f  γηα θάζε x .   
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 δ)  Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ E, πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

f, ηνλ άμνλα x x  θαη ησλ επζεηώλ x 0  θαη  x 1 .  

 

18. ΘΕΜΑ_4_31534 

Ζ παξαβνιή ηνπ  δηπιαλνύ ζρήκαηνο δηέξρεηαη από ηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ, ε θνξπθή ηεο είλαη ην ζεκείν  K 2,2  

θαη είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ κηαο   

ζπλάξηεζεο f :  .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη   21
f x x 2x, x

2
     . 

 β)  Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y  

ζην ζεκείν  A 0,1 , λα απνδείμεηε όηη  

  3 21
f x x x 1 .

6
     

Θεσξνύκε επηπιένλ ηε ζπλάξηεζε    2g x x x 1 εκ x    , x .  

 γ)  i.  Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο g είλαη πάλσ από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  γηα 

θάζε x 0 .    

   ii.  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηηο f gC , C  θαη ηηο επζείεο x 0 θαη x π . 

 

19. ΘΕΜΑ_4_31149 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  f  κε  
2

1
ln 1

x
f x

x

 
 

 
   κε   x 0, .     

 α)  Να απνδείμηε όηη  f x 0  γηα θάζε x 0  θαη όηη ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0, .    

 β)  Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε          2ln 1 f x ln f x f x f ln 2 .      

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, ηηο επζείεο κε 

εμηζώζεηο 
1

x , x 1
2

   θαη ηνλ άμνλα x x  είλαη  
27

ln .
4e

 
 
 

  

 

20. ΘΕΜΑ_4_31148 

Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο  
2

x

x 1
f x , x

e


   θαη    xg x e   κε  x .  

 α)  Να απνδείμηε όηη    f x g x  γηα θάζε x .   

 β)  Θεσξνύκε ηα ζεκεία   B x,f x  θαη   x,g x   κε x 0 .  Ζ παξάιιειε επζεία από ην Β πξνο ηνλ  

άμνλα x x ηέκλεη ηνλ εκηάμνλα Oy  ζην ζεκείν Γ  ελώ ε παξάιιειε επζεία από ην Γ πξνο ηνλ άμνλα x x

ηέκλεη ηνλ εκηάμνλα Oy  ζην ζεκείν Ε. 
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  i.  Να απνδείμηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ  ΒΓΕΓ  είλαη  
3

x

x
E x , x 0 .

e
    

  ii.  Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ x , ην εκβαδόλ  E x  γίλεηαη κέγηζην. 

 γ)  Να απνδείμηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

 
   f x g x

h x ,
x


  ηνλ άμνλα x x  θαζώο θαη ηηο επζείεο κε εμηζώζεηο x ln 2  θαη x 1 ,  είλαη 

2
ln 2e

e
 ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

 

21. ΘΕΜΑ_4_31533 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
2

4
f x 4 , x 0 .

x
    

 α)  Να ηελ κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία, ηελ θπξηόηεηα 

θαη λα βξείηε ηελ νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο 
fC  ηεο f. 

 β) Αλ νη εθαπηόκελεο ηεο 
fC  ζηα ζεκεία   1 1A x ,f x ,

  2 2B x ,f x  είλαη θάζεηεο, λα απνδείμεηε όηη 
1 2x x 4  . 

 γ)  ΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

f (δηαθεθνκκέλε γξακκή) θαη ην νξζνγώλην ΑΒΓΓ πνπ 

νξίδεηαη  από ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο 

x 1, x α, α 1   θαη y 4 . Ζ 
fC  

ρσξίδεη ην νξζνγώλην ζε δπν ρσξία 
1 2,  .  

  i.  Να ππνινγίζεηε, ζπλαξηήζεη ηνπ α, ηα εκβαδά    1 2,    ησλ ρσξίσλ. 

  ii.  Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ α ηζρύεη    1 2     . 

 

22. ΘΕΜΑ_4_31530 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3f x x 5x 2, x    . 

 α)  i. Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζε έλα κόλν ζεκείν  κε ηεηκεκέλε 

ox πνπ πεξηέρεηαη ζην δηάζηεκα  0,1 .  

  ii.  Να εμεηάζεηε αλ ν αξηζκόο 
ox  είλαη πην θνληά ζην 0 ή ζην 1.  

 β)  Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 

 

3

o

x
o

f x ζ x 2x 5
lim

f x ζ x 5

  

 
 , αλ 

ox  είλαη ν αξηζκόο ηνπ εξσηήκαηνο α) θαη ζ έλαο 

ζεηηθόο αξηζκόο. 

 γ)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 
fC  ηεο f, ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο ζην ζεκείν  A 1,4  θαη ηελ θαηαθόξπθε επζεία x 2 . 
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23. ΘΕΜΑ_4_26183 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

πx
εθ , 0 x 1

4
f x .

4ln x
1 , x 1

x

  
       

  
  

   

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 1, αιιά όρη παξαγσγίζηκε ζην 1 . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε  f  έρεη αθξηβώο δύν θξίζηκα ζεκεία ζην δηάζηεκα  0, . 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, ηνλ άμνλα 

x x , ηνλ άμνλα y y  θαη ηελ επζεία κε εμίζσζε x 1 , είλαη 
ln 4

E
π

  ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

 

24. ΘΕΜΑ_4_25746 

Έζησ ζπλάξηεζε f : 
 
παξαγσγίζηκε κε ζπλερή παξάγσγν γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη    f x f x  , γηα 

θάζε x  θαη  f 0 0 . Έζησ επίζεο ε ζπλάξηεζε    xg x e f x . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη  f x 0  γηα θάζε x 0  θαη  f x 0  γηα θάζε x 0 . 

 γ)  Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    f εκx 1 f x 1   .
 

 δ)  Αλ   ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο 

x 0  θαη x 1 , λα απνδείμεηε όηη  f 1 .   

 

25. ΘΕΜΑ_4_27031 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   31
f x x

3
   κε   x ,0    θαη ηπραίν ζεκείν 

3α
A α,

3

 
 

 
 κε α 0  ηεο γξαθηθήο 

ηεο παξάζηαζεο. 

 α)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  
fC  ζην ζεκείν A. 

β)  i.   Έλα πεξηπνιηθό  A  θηλείηαη θαηά κήθνο ηεο θακπύιεο  

31
y x , x 0

3
   πιεζηάδνληαο ηελ αθηή θαη ν πξνβνιέαο ηνπ 

θσηίδεη θαηεπζείαλ εκπξόο (όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα). 

Αλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ πεξηπνιηθνύ δίλεηαη από 

ηνλ ηύπν    α t α t ,   λα βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο 

ηνπ ζεκείνπ  M  ηεο αθηήο, ζην νπνίν πέθηνπλ ηα θώηα ηνπ πξνβνιέα 

ηε ρξνληθή ζηηγκή 
0t ,  θαηά ηελ νπνία ην πεξηπνιηθό έρεη ηεηκεκέλε 

3 .  

  ii.  Να εξκελεύζεηε ην πξόζεκν ηνπ ξπζκνύ κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο 

ηνπ ζεκείνπ M. 
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 γ) Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω, πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , 

ηνλ άμνλα x x  θαη ηελ εθαπηνκέλε ηεο 
fC  ζην ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε 3 .  

 

26. ΘΕΜΑ_4_25765 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x 2lnx x, x 0     

 α)  Να απνδείμεηε όηη αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f  . 

 β)  Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  1f x x  .   

 γ)  Έζησ g :   κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεη    f x
g x e  γηα θάζε x 0 .  

i. Να απνδείμεηε όηη   2 |x|g x x e , x  . 

  ii.  Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ gC , ηνλ x x  θαη ηηο θαηαθόξπθεο επζείεο 

x 1, x 1   . 

 

27. ΘΕΜΑ_4_25747 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε f :[0,2]  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην [0,2], παξαγσγίζηκε ζην (0,2) θαη ηζρύνπλ 

 f 1 1  θαη    f x f x x 1    , γηα θάζε x (0,2) . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη  2 2f x x 2x    γηα θάζε x [0,2] .
 

 β)  Να απνδείμεηε όηη   2f x x 2x    γηα θάζε x [0,2] .
 

 γ)  Αθνύ αηηηνινγήζεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  είλαη εκηθύθιην κε θέληξν  K 1,0   θαη αθηίλα 1, 

λα ηε ζρεδηάζεηε ζε νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ. 

 δ)  Να ππνινγίζεηε ην  
2

0

f x dx .

 

 

28. ΘΕΜΑ_4_27408 

΢ην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο   2f x 9 x .   Μεηαμύ ηνπ γξαθήκαηνο ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη ηνπ νξηδόληηνπ άμνλα x x  είλαη εγγεγξακκέλν 

ην νξζνγώλην ΑΒΓΓ. Οη θνξπθέο  A x,0  θαη  x,0   είλαη 

ζεκεία ηνπ άμνλα x x , ελώ νη θνξπθέο   B x,f x  θαη 

  x,f x    είλαη ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδό ηνπ νξζνγσλίνπ ΑΒΓΓ σο 

ζπλάξηεζε ηνπ  x 0,3  δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε 

  3E x 18x 2x .    

 β)  Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε  E x  σο πξνο ηελ κνλνηνλία.                                       
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 γ)  Να ππνινγίζεηε ηηο δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ ΑΒΓΓ, ώζηε απηό λα έρεη ην κέγηζην εκβαδό, θαη λα 

απνδείμεηε όηη απηό ηζνύηαη κε  12 3   ηεηξαγσληθέο κνλάδεο.                                                                                                         

 δ)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , 

ηνπ άμνλα x x  θαη είλαη εμσηεξηθό ηνπ νξζνγσλίνπ ΑΒΓΓ όηαλ ην εκβαδό ηνπ παίξλεη ηελ κέγηζηε ηηκή 

ηνπ.                                                                                             

 

29. ΘΕΜΑ_4_23955 

΢ην ζρήκα, δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

 
2

1
f x , x

1 x
 


 θαη νη επζείεο κε εμηζώζεηο x 1   

θαη x 1  νη νπνίεο ηέκλνπλ ηνλ κελ άμνλα x x  ζηα 

ζεκεία Α θαη Β αληίζηνηρα, ηελ δε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο  f  ζηα ζεκεία Δ θαη Γ αληίζηνηρα. Ζ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο  f  ηέκλεη ηνλ άμνλα y y  ζην ζεκείν Γ.  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f x ζην ζεκείν Γ, είλαη 

ε επζεία ΓΓ.  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ζην δηάζηεκα  0,1  ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f  βξίζθεηαη πάλσ από ηελ 

επζεία ΓΓ, κε εμαίξεζε ηα θνηλά ηνπο ζεκεία Γ θαη Γ. 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη   
1

1

3
f x dx

2
 . 

 

30. ΘΕΜΑ_4_25757 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
  2 1
1 x εκ ,  αλ 0 x 1

f x 1 x

     0                   ,  αλ x 1

  
    

  
 

 

 α)  Να απνδεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο. 

 β)  Να απνδεηρζεί όηη γηα θάζε  x 0,1 , ηζρύεη  0 f x 1 x   .  

 γ)  Να απνδεηρζεί όηη γηα ην εκβαδό   ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f , ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο x 0,  x 1   ηζρύεη 
1

2
   ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

 

31. ΘΕΜΑ_4_25259 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :  ,  πνπ είλαη ηέηνηα, ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , λα 

εθάπηεηαη ηεο  
1

: y
4

   , ζην 
0x 0 , ε  f  είλαη θπξηή θαη   f 1 1 .  

 α)  Να απνδεηρζεί όηη:  i.  
1

f 0
4

  θαη  f 0 0  ,        ii. 
 

 x 0

4f x 1
lim 0.

x f x




 
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 β)  Δπηπιένλ δίλεηαη όηη ε πξώηε παξάγσγνο ηεο f  είλαη ζπλερήο. 

  i.   Να απνδείμεηε όηη  f x 0  , γηα θάζε  x 0,1 . 

  ii.  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό   ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ,  ηνλ 

άμνλα x x  θαη ηελ επζεία x 1 . 

 

32. ΘΕΜΑ_4_25235 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
π 3π

f x ζπλx , x , ,
2 2

 
  

 
 ηεο 

νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε θαίλεηαη ζην ζρήκα. ΢ηα 

ζεκεία 
π π

Α ,f
2 2

  
  

  
 θαη 

3π 3π
Β ,f

2 2

  
  

  
 έρνπλ 

ζρεδηαζζεί νη εθαπηόκελεο    1 2,   αληίζηνηρα ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  νη νπνίεο ηέκλνληαη ζην 

ζεκείν  Γ . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη νη εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ επζεηώλ    1 2,   είλαη  1

π
ε y x

2
     θαη  

 1

3π
ε y x

2
   αληίζηνηρα. 

 β)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  θαη ηηο 

επζείεο  1  θαη  2 .  

 γ)  Να ππνινγίζεηε ην όξην  

 
π

x
2

1
lim .

π
f x x

2



  

 

 

33. ΘΕΜΑ_4_24704 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   xf x ln x e , x 0 .     

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, .   

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηέκλεη αθξηβώο ζε έλα ζεκείν Α ηνλ άμνλα x x ,  κε 

ηεηκεκέλε  0x 0,1 .  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ E ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, ηνλ άμνλα 

x x ,  θαη ηελ επζεία κε εμίζσζε x 1 ,  είλαη   0 0E e x 1 1 ln x .       

 

34. ΘΕΜΑ_4_24275 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
x

1
f x x 1 ,x

e
     . 

 α)  Να απνδεηρζεί όηη ε επζεία y x 1    είλαη πιάγηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  . 
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β)  Να απνδεηρζεί όηη ε εμίζσζε  f x 0  έρεη αθξηβώο κηα ξίδα ξ, ε νπνία είλαη κεγαιύηεξε ηνπ 1 . 

γ)  Να απνδεηρζεί όηη ην εκβαδό   ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f , ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο x 1,  x ξ   ηζνύηαη κε  
 

 
2

1
ξ 1

Δ Ω ξ 1 e
2




      

ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

 

35. ΘΕΜΑ_4_23218 

Γίλεηαη ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε   3 2P x x 3x ιx 1    , όπνπ ι . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε  P x  παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο γηα θάζε ι  θαη λα βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ ζεκείνπ θακπήο  . 

 β)  Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ε  P x  παξνπζηάδεη ηνπηθά αθξόηαηα θαη λα πξνζδηνξίζεηε ην είδνο 

ηνπο.  

 γ)  Έζησ όηη  Κ 1,ι 3 
 
θαη όηη ε  P x  παξνπζηάδεη ηνπηθά αθξόηαηα ζηηο ζέζεηο

1 2x ,x , κε 
1 2x 1 x   . 

  i.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο    ηεο 
PC  ζην ζεκείν   θαη θαηόπηλ λα αηηηνινγήζεηε όηη 

βξίζθεηαη ζην 2ν θαη 4ν ηεηαξηεκόξην. 

  ii.  Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ 
1  πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ησλ    , 

PC  θαη ησλ επζεηώλ 

1x x ,x 1   είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ 
2  πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ησλ   , 

PC  θαη ησλ επζεηώλ

2x x ,x 1   . 

 

36. ΘΕΜΑ_4_24131 

 Γίλεηαη ε γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε  f , κε ηύπν   
x 1

f x , x 0.
x 2


 


 

 α)  Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f .  

 β)  Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο  f . 

 γ)  ΢ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη νη θακπύιεο 
1 2C , C . Με δεδνκέλα  όηη  

 ε κία από ηηο δύν θακπύιεο αληηζηνηρεί ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  θαη ε άιιε ζηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο 1f  ,  

   
0

1

1

2

f x dx α



  

  Να βξείηε: 

 i.  πνηα θακπύιε παξηζηάλεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  θαη πνηα ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 1f  ,  

 ii.  ην πξόζεκν ηνπ α θαζώο θαη ην νινθιήξσκα  
1

0

Η f x dx   ζπλαξηήζεη ηνπ  α . 
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37. ΘΕΜΑ_4_25244 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε  
π

f x εθx 1,  x 0,
2

 
   

 
.  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   εκx 1 x ζπλx   έρεη κηα αθξηβώο ιύζε ζην αλνηθηό δηάζηεκα 
π π

,
4 2

 
 
 

. 

 β)  Να βξείηε ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο  f  γηα όιεο ηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο ηνπ 
π

x 0,
2

 
 
 

. 

 γ)  Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f  

ηηο επζείεο x 0 , 
π

x
3

  θαη ηνλ άμνλα x x . 

 

 


