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3.1  Ο Κύκλος 

 

1. Έζησ   ην ζύλνιν όισλ ησλ ζεκείσλ  x, y  ηνπ επηπέδνπ γηα ηα νπνία ηζρύεη: 2 2x y 9 .   

 α)  Να ζρεδηάζεηε ην ζύλνιν Ω ζε έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ Oxy . 

 β)  Τπάξρεη ζεκείν   ζην  ζύλνιν Ω ηέηνην ώζηε 4,   όπνπ  Ο  ε αξρή ησλ αμόλσλ;  

  Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

2. Γίλεηαη ν θύθινο  C  κε  εμίζσζε   2 2x y 6x 8y 0 1 .        

 α)  Να δείμεηε όηη ν θύθινο  C   έρεη θέληξν  3,4  θαη αθηίλα 5  . 

 β)  Να δείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ θέληξνπ Κ ηνπ θύθινπ από ηελ επζεία   : 3x 4y 0    ηζνύηαη κε 5 . 

 γ)  Να δηθαηνινγήζεηε αλ είλαη αιεζήο ή ςεπδήο ν ηζρπξηζκόο: «Ο θύθινο  C  θαη ε επζεία ε εθάπηνληαη».  

                                                                                                                              

 3. ε νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ ώζηε 

     5,6 , 1,2 , 12,2    θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ, όπνπ Γ ζεκείν ηεο ΒΓ, όπσο ζην 

ζρήκα. 

 α)  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ ΒΓ θαη ΑΓ . 

 β)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Γ . 

γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ κε θέληξν ην ζεκείν Α, ν νπνίνο εθάπηεηαη ηεο επζείαο ΒΓ ζην ζεκείν Γ. 

 

4. Θεσξνύκε ηελ επζεία   : 3x 4y 0    θαη ην ζεκείν  A 2,1 .        

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Α από ηελ επζεία είλαη 2.           

 β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε επζείαο    θάζεηεο ζηελ    πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α.  

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ πνπ έρεη θέληξν ην ζεκείν Α θαη εθάπηεηαη ζηελ επζεία  .                                                                                                                          

 

5. Γίλεηαη ε εμίζσζε:       
2

y 1 3 x 1 x 1 .     

Να απνδείμεηε όηη: 

 α)  Η εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν  K 1,1  θαη αθηίλα  

 β)  Η αξρή  0,0  ησλ αμόλσλ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ  ,R ,  

 γ) Η   : x y 2    είλαη ηέκλνπζα ηνπ θύθινπ  ,R .  

 

6. Γίλεηαη ε εμίζσζε   2 2 7
x y x y 0 1 .

2
      

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν 
1 1

K ,
2 2

 
 
 

 θαη αθηίλα R 2.   
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 β)  Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν 
1 3

A ,
2 2

 
 

 
 είλαη ζεκείν ηνπ θύθινπ  K,R .  

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ θύθινπ  K,R  ζην Α. 

 

7. Γίλνληαη ηα ζεκεία      A 0,3 , B 3,4 , 1,0 .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε γσλία ˆ είλαη νξζή.                                             

 β)  Να βξείηε ην κέζν Κ ηεο ππνηείλνπζαο ΒΓ ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ. 

 

8. Γίλεηαη ην ηξίγσλν ΑΒΓ κε  θνξπθέο ηα ζεκεία      3, 3 , 2, 8 7, 3 .        Να βξείηε: 

 α)  ηελ εμίζσζε ηεο πιεπξάο ΒΓ.                                               

 β)  ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ πνπ έρεη θέληξν ην Α θαη εθάπηεηαη ζηελ πιεπξά ΒΓ. 

                     

9. Γίλεηαη ν θύθινο  C  κε εμίζσζε 
2 2x y 25.   Να ζρεδηάζεηε ζην ίδην oξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

 α)  ηνλ θύθιν  C . 

 β)  ηηο εθαπηόκελεο ηνπ  C  πνπ δηέξρνληαη από ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ  C  κε ηνλ yy  θαη λα γξάςεηε ηηο εμηζώζεηο 

ηνπο. 

 γ)  ηηο εθαπηόκελεο ηνπ  C  πνπ δηέξρνληαη από ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ  C  κε ηνλ x x
 
θαη λα γξάςεηε ηηο 

εμηζώζεηο ηνπο. 

 

10. Γίλεηαη θύθινο   C  κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα  5 . 

 α)  Να γξάςεηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C  θαη λα ηνλ ζρεδηάζεηε ζην νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ. 

 β)  Γίλεηαη ην ζεκείν  A 3, 4 .  

       i.   Να απνδείμεηε όηη ην  ζεκείν  A  αλήθεη ζηνλ θύθιν  C .  

      ii.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ θύθινπ  C  ζην ζεκείν  .  

 

11. Γίλεηαη ε εμίζσζε:        x 1 x 3 y 1 y 3 4 1 .        

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν  K 1,1  θαη αθηίλα R 2.  

 β)  i.  Να βξείηε ηα ζεκεία Α θαη Β ηνπ θύθινπ  K,R  ηα νπνία έρνπλ ηεηκεκέλε ίζε κε – 1 . 

  ii.  Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Α θαη Β είλαη αληηδηακεηξηθά. 

 

12. Γίλεηαη ην ζεκείν  K 3,1  θαη ε επζεία   : 4x 3y 5 0 .    . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Κ από ηελ επζεία    
είλαη ίζε κε 2 . 

 β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C  πνπ έρεη θέληξν ην ζεκείν   θαη εθάπηεηαη ζηελ επζεία   . 
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 γ)  Να ζρεδηάζεηε ζην ίδην νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ ηνλ θύθιν  C  θαη ηελ επζεία   . 

 

13. Γίλνληαη ηα ζεκεία  1,3  θαη  3,5  . 

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ Κ ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη   5  . 

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ πνπ έρεη δηάκεηξν ην επζύγξακκν ηκήκα  . 

 

14. Γίλεηαη o θύθινο       
2 2

C : x 1 y 2 4     θαη ε επζεία   : 3x 4y 8 .    

 α)  Να βξείηε ην θέληξν  K  ηνπ θύθινπ  C  θαη ηελ αθηίλα ηνπ. 

 β)  Αλ  K 1,2 , λα δείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ θέληξνπ ηνπ θύθινπ  C  από ηελ επζεία    είλαη  
13

d K, .
5

   

 γ)  Να αηηηνινγήζεηε γηαηί ε επζεία    θαη ν θύθινο  C  δελ έρνπλ θαλέλα θνηλό ζεκείν. 

 

15. Γίλεηαη ε εμίζσζε:   2 2x y 4x 3 0 1 .     

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν  C  ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα. 

 β)  Να ζρεδηάζεηε ηνλ θύθιν  C  θαη λα βξείηε, ρξεζηκνπνηώληαο ην ζρήκα ή κε νπνηαλδήπνηε άιινλ ηξόπν, ηα 

θνηλά ηνπ ζεκεία κε ηνπο άμνλεο. 

 

16. Γίλεηαη ν θύθινο   2 2C : x y 2x 4y 1 0      κε θέληξν  K 1,2  θαη ε επζεία   : 3x 4y 1 0 .     

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε αθηίλα ηνπ θύθινπ  C  είλαη 2  .  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ θέληξνπ   από ηελ επζεία    είλαη 
12

5
. 

 γ)  Να αηηηνινγήζεηε γηαηί ε επζεία    θαη ν θύθινο  C  δελ έρνπλ θνηλά ζεκεία. 

 

17. α)  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ πνπ έρεη θέληξν ην  O 0,0  θαη δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 1,2 .                                                                                                                       

 β)  Γίλεηαη ν θύθινο 
2 2x y 5 .   

  i.  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελήο ηνπ ζην ζεκείν Α.               

  ii.  Να βξεζεί ην ζεκείν Β, ην νπνίν είλαη αληηδηακεηξηθό ηνπ Α ζε απηόλ ηνλ θύθιν.  

  

18. Γίλνληαη ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ      A 8,1 , B 4,5 , 4,9 .    

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ Κ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

 β)  Να δείμεηε όηη ν θύθινο  C  κε θέληξν ην ζεκείν Κ θαη δηάκεηξν ην ηκήκα ΑΒ, δηέξρεηαη απ’ ην ζεκείν Γ. 

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C .   
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19. Έζησ θύθινο  C  κε θέληξν  1,2 θαη αθηίλα 2   θαη επζεία    κε εμίζσζε 3x 4y 1 0   . 

 α)  Να γξάςεηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C . 

 β)  Να δείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ θέληξνπ  1,2  από ηελ επζεία    
είλαη ίζε κε 2 .  

 γ)  Να δείμεηε όηη ε επζεία    
εθάπηεηαη ζηνλ θύθιν  C .   

 

20. Δπηζηήκνλεο πξνθεηκέλνπ λα κειεηήζνπλ πδξόβην έληνκν 

θαηέγξαςαλ ζηηγκηόηππα από ηνπο νκόθεληξνπο θύθινπο κε 

θέληξα ηα ζεκεία , , ,     θαη αθηίλεο 
1

3,2,1,
2

 αληίζηνηρα,   

πνπ ζρεκαηίδνληαη ζε θάζε πξνζγείσζε ηνπ ζην λεξό. Η 

εηθόλα από ηηο ελαέξηεο ιήςεηο απνηππώζεθαλ ζε ζύζηεκα 

αμόλσλ όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. Σν έληνκν θηλνύκελν 

επζύγξακκα πεξλάεη από ηα ζεκεία , , ,     γηα λα θαηαγξαθεί ηελ ζηηγκή πνπ θαηαιήγεη ζην ζεκείν  .  

 α)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο πνξείαο ηνπ εληόκνπ. 

 β)  i.  Να δείμεηε όηη ε επζεία   1

3 3 4 3
: y x

3 3


     είλαη θνηλή εθαπηόκελε ησλ ηεζζάξσλ θύθισλ. 

  ii.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο άιιεο θνηλήο εθαπηνκέλεο. 

 γ)  Με βάζε ην κνηίβν πνπ αθνινπζνύλ νη θηλήζεηο ηνπ εληόκνπ λα βξείηε όηη ε ηειηθή ζέζε ηνπ εληόκνπ είλαη ην 

ζεκείν  4,1 . 

 Γίλεηαη όηη: 
3

150
3

    . 

 

21. Σν θέληξν  Κ  ελόο θύθινπ  C  βξίζθεηαη ζην πξώην ηεηαξηεκόξην θαη είλαη ζεκείν ηεο επζείαο    : y 2x 1 .             

Ο θύθινο  C  έρεη αθηίλα 3 2   θαη ε επζεία   : x y 2 0     εθάπηεηαη ζηνλ θύθιν ζην ζεκείν Α .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C  είλαη    
2 2

x 3 y 5 18 .     

 β)  Να απνδείμεηε όηη: 

  i.  ε εμίζσζε ηεο επζείαο ΚΑ είλαη ε x y 2 0,     

  ii.  νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ Α είλαη  0,2 .  

 γ)  Να ππνινγηζζεί ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΛΜ, όπνπ Μ θαη Λ είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο επζείαο    κε ηνλ 

θύθιν  C .  

 

22. Σα ζεκεία    3,2 6,1    βξίζθνληαη πάλσ ζε έλαλ θύθιν  C  από ην 

θέληξν  Κ  ηνπ νπνίνπ δηέξρεηαη ε επζεία   : y 2x 7 .    Να βξείηε: 

 α)  ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ  K  ηνπ θύθινπ  C ,  

 β)  ηελ αθηίλα  R  ηνπ θύθινπ  C ,  
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 γ)  ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C .  

 

23. Θεσξνύκε ηα ζεκεία  A ,    θαη  , ,        

όπνπ  0,2 .   

 α)  Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Α θαη Β αλήθνπλ ζε δύν θύθινπο κε θέληξν 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ  0,0 .  Να βξείηε ηηο αθηίλεο ησλ δύν θύθισλ. 

 β)  Να απνδείμεηε όηη: .    

 γ)  Να βξείηε ην κέηξν ηεο γσλίαο   κεηαμύ ησλ δηαλπζκάησλ  θαη .  

 

24. Γίλεηαη ε νηθνγέλεηα θύθισλ      
2 2 2C : x y 0 .          

 α)  Να βξείηε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα θάζε θύθινπ  C , 0 .    

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην θέληξν θάζε θύθινπ  C  βξίζθεηαη ζηελ 

επζεία y x .  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ε επζεία x 0  εθάπηεηαη ζε όινπο ηνπο θύθινπο 

 C , 0 .    Να εμεγήζεηε κε ζπληνκία όηη ην ίδην ζπκβαίλεη θαη 

γηα ηελ επζεία y 0 .  

 δ)  Έζησ 0.   Να απνδείμεηε όηη ε επζεία x    εθάπηεηαη ζε έλαλ, θαη κόλν έλαλ, από ηνπο θύθινπο  C .  Να 

εμεγήζεηε κε ζπληνκία όηη ην ίδην ζπκβαίλεη θαη γηα ηελ επζεία y .   

 

25. Γίλεηαη ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ κε κήθνο πιεπξάο  0    θαη θνξπθέο        0, , 0,0 , ,0 , .         Μ 

είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο  ΓΓ  θαη ην ηκήκα  ΒΝ  είλαη θάζεην ζην 

ηκήκα  ΑΜ, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. 

α)  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ: 

  i.  AM ,       ii. BN . 

 β)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Ν . 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν Ν αλήθεη ζε θύθιν κε θέληξν Γ θαη 

αθηίλα ίζε κε α . Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ απηνύ. 

 

26. Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  2 2x y 2x 4y 0 1 ,    θαη ε επζεία   : x 2y 3 0 .     

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν  C  ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ην θέληξν Κ  θαη ηελ αθηίλα ξ. 

 β)  Να εμεηάζεηε αλ ε επζεία    έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ θύθιν  C .  

 γ)  Να βξείηε ηηο εθαπηόκελεο    1 2, 
 
ηνπ θύθινπ  C  πνπ είλαη θάζεηεο ζηελ επζεία   .  

 δ)  Να απνδείμεηε όηη  1 2d , 2    . Πσο αηηηνινγείηαη γεσκεηξηθά ην ζπκπέξαζκα απηό; 
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27. ην δηπιαλό ζρήκα θαίλεηαη ην πξώην ηεηαξηεκόξην ηνπ θύθινπ 2 2x y 4   
θαη ην ηπραίν ζεκείν ηνπ 

 1 1 1M x , y , 0 x 2   αλάκεζα ζηα Α, Β.  

 α)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ ζην Μ θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο  Κ, Λ κε 

ηνπο άμνλεο.  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην κήθνο d ηνπ ηκήκαηνο ΚΛ είλαη 
1 1

8
d

x y
 . 

 γ)  Να βξείηε ην κήθνο 
od  ηνπ ηκήκαηνο ΚΛ όηαλ 1x 2 . 

 δ)  Να απνδείμεηε όηη, όηαλ ην Μ θηλείηαη ζην ηεηαξηνθύθιην, ηόηε: 
od d . 

 

28. Θεσξνύκε ηα ζεκεία  1,1 θαη  2,4 . 

 α)  Να βξείηε όια ηα ζεκεία Μ ζηνλ άμνλα ώζηε ην ηξίγσλν ΜΑΒ λα είλαη νξζνγώλην κε ππνηείλνπζα ηελ ΑΒ. 

 β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε θύθινπ  C  κε δηάκεηξν ΑΒ. 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ν θύθινο  C  δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Μ πνπ πξνζδηνξίζαηε ζην εξώηεκα α). Καηόπηλ, λα 

ην επηβεβαηώζεηε γεσκεηξηθά. 

  

29. α)  Γίλνληαη νη επζείεο  1 : y x 2   ,  2 : y x 2    θαη ηα ζεκεία  2,0  ,  2,0  ησλ επζεηώλ    1 2,   

αληίζηνηρα. 

  i.  Να απνδεηρζεί όηη    1 2// .   

  ii.  Να βξεζνύλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ M , ηνπ  . 

  iii. Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο κεζνπαξαιιήινπ ησλ επζεηώλ    1 2, .   

 β)  Ο θύθινο  ,   έρεη ηελ ηδηόηεηα λα εθάπηεηαη ησλ επζεηώλ  1  θαη  2 .   Αλ ην θέληξν K ηνπ θύθινπ 

 ,   αλήθεη ζηελ επζεία   : x   , όπνπ  , ηόηε: 

i. Να βξεζνύλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ K , ζπλαξηήζεη ηνπ ι . 

ii. Να απνδείμεηε όηη ε αθηίλα ξ είλαη αλεμάξηεηε ηνπ  ι  θαη λα γξάςεηε ηελ εμίζσζε πνπ παξηζηάλεη όινπο 

ηνπο θύθινπο  ,  , γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ  . 

 

30. Γίλεηαη ν θύθινο  C  κε θέληξν  0,0  θαη αθηίλα 5   θαη ην ζεκείν  3,1 .  

 α)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ θαη λα απνδείμεηε νηη ην ζεκείν Α είλαη εμσηεξηθό ηνπ θύθινπ. 

 β)  i. Να απνδείμεηε νηη νη επζείεο πνπ εθάπηνληαη ζηνλ θύθιν  C  θαη δηέξρνληαη από ην ζεκείν Α έρνπλ 

εμηζώζεηο    1 2: 2x y 5 : x 2y 5 .        

  ii.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο δηρνηόκνπ ηεο γσλίαο ˆ ,  όπνπ  Β  θαη  Γ  είλαη αληίζηνηρα ηα ζεκεία επαθήο 

ησλ επζεηώλ  1  θαη   2  κε ηνλ θύθιν. 
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31. Γίλνληαη δύν  θύθινη κε εμηζώζεηο    2 2 2 2

1 2C : x y 6x 5 0 C : x y 1 .        

 α)  Να δείμεηε όηη: 

       i.  ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ  1C  γξάθεηαη ζηε κνξθή  
2 2x 3 y 4,    

      ii.  νη θύθινη    1 2C , C  εθάπηνληαη εμσηεξηθά. 

 β)  Να βξείηε:  

       i.  ην ζεκείν επαθήο ησλ δύν θύθισλ    1 2C C ,  

      ii.  ηελ εμίζσζε ηεο εζσηεξηθήο θνηλήο εθαπηνκέλεο ησλ δύν θύθισλ    1 2C C .  

 γ)  Αλ ηα ζεκεία 
1 2,   δηαηξέρνπλ ηνπο θύθινπο    1 2C , C  αληίζηνηρα, λα βξείηε ηε κέγηζηε απόζηαζε 

αλάκεζα ζηα ζεκεία απηά.      

 

32. Γίλεηαη ε εμίζσζε        
2 2

x 1 y 2 2 x 3 1 .      

 α)  Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν  K 2, 2  θαη αθηίλα 3 .    

 β)  Να δείμεηε όηη ε αξρή Ο ησλ αμόλσλ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ. 

 γ)  Nα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο    ε νπνία ηέκλεη ηνλ θύθιν ζε δύν ζεκεία Α θαη Β  ώζηε ε αξρή ησλ 

αμόλσλ λα είλαη ην κέζν ηεο ρνξδήο ΑΒ. 

 δ)  Αλ ε επζεία    ηνπ πξνεγνύκελνπ εξσηήκαηνο έρεη εμίζσζε y x  ηόηε λα βξείηε ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ 

ΚΑΒ.  

 

33. Γίλνληαη ηα ζεκεία    A 1,0 0, 1    θαη ν θύθινο  1c  κε εμίζσζε  
2 2

1

1 1
c : x y 2 .

2 2

   
      

   
 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ  N x, y  ηνπ επηπέδνπ, ηα νπνία ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε 

2 2

NA NB 4,  αλήθνπλ ζηελ επζεία    κε εμίζσζε  y x 2 .    

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Ρ  ηνπ επηπέδνπ, ηα νπνία ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε 

2 22x 2y 10x 14y 21 0,      αλήθνπλ ζε θύθιν  2c  θέληξνπ 
5 7

,
2 2

 
   
 

 θαη αθηίλαο R 2 2 .  

 γ)  i.  Να απνδείμεηε όηη νη δύν θύθινη    1 2c c  εθάπηνληαη εμσηεξηθά θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηελ 

ειάρηζηε θαη ηε κέγηζηε απόζηαζε ησλ ζεκείσλ ηνπο.  

  ii.  Να απνδείμεηε όηη ε επζεία    είλαη θνηλή εθαπηνκέλε ησλ θύθισλ    1 2c c .  

34. Γίλνληαη ηα ζεκεία    A 1,0 3,0 .   

 α)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο κεζνθάζεηεο επζείαο    ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ . 

 β)  Αλ  Κ είλαη έλα ηπραίν ζεκείν ηεο επζείαο   ,  λα βξείηε ηελ εμίζσζε  c  όισλ ησλ θύθισλ, νη νπνίνη έρνπλ 

θέληξν K θαη δηέξρνληαη από ηα ζεκεία A θαη Β , ζπλαξηήζεη κηαο παξακέηξνπ .  

 γ)  Αλ ε εμίζσζε    
2 2 2x 2 y 1, ,        παξηζηάλεη όινπο ηνπο θύθινπο  c  ηνπ εξσηήκαηνο β), ηόηε: 

  i.  Να ζρεδηάζεηε ηνλ θύθιν, ν νπνίνο έρεη δηάκεηξν ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ . 
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  ii.  Να απνδείμεηε νηη ε επζεία   : x y 1 0      εθάπηεηαη ζε όινπο ηνπο θύθινπο  c  ζην ζεκείν  A 1,0 .  

 

35. Γίλεηαη ην ηεηξάγσλν 
1 2MM OM  κε      1 2M 4,4 , M 4,0 , M 0,4 .  Αλ  O  ε αξρή ησλ αμόλσλ ηνπ θαξηεζηαλνύ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, ηόηε: 

 α)  Να δείμεηε όηη ν θύθινο πνπ δηέξρεηαη από ηηο θνξπθέο ηνπ ηεηξαγώλνπ 
1 2MM OM  έρεη εμίζσζε 

     
2 2

C : x 2 y 2 8 .     

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε επζεία   : x y 8    είλαη εθαπηνκέλε ηνπ παξαπάλσ θύθινπ  C .  

 γ)  Να βξείηε ην ζεκείν επαθήο ηεο επζείαο    κε ηνλ θύθιν  C .  

 

36. Γίλνληαη ηα ζεκεία      A 1,2 , B 2,4 , 3,1 .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε ˆ 90 .   

 β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  c ,  ν νπνίνο δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α , Β θαη Γ . 

 γ)  Αλ ν θύθινο  c , έρεη εμίζσζε 

2 2
5 5 5

x x ,
2 2 2

   
      

   
ηόηε λα βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηνπ, νη 

νπνίεο δηέξρνληαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

 

37. Οη θνξπθέο A θαη Γ ελόο ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ είλαη ηα ζεκεία  1,4  θαη  3,0  αληηζηνίρσο.  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΓ γξάθεηαη ζηε κνξθή 

 
1

y 2 x 2 .
2

                

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ, ν νπνίνο έρεη δηάκεηξν ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΓ γξάθεηαη ζηε 

κνξθή    
2 2

x 2 y 2 5 .      

 γ)  Να ππνινγίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ δύν άιισλ θνξπθώλ Β, Γ ηνπ ηεηξαγώλνπ.   

      

38. ε θαξηεζηαλό ζύζηεκα αμόλσλ Oxy ε εμίζσζε 3x 4y 25   πεξηγξάθεη ηε ζέζε ελόο αγσγνύ ύδξεπζεο. ε απηό 

ην ζύζηεκα ζέινπκε λα ζρεδηάζνπκε έλα θπθιηθό ζηληξηβάλη κε θέληξν ην  O 0,0 θαη αθηίλα 2 .  

 α)  i.  Πνηα είλαη ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ πνπ πεξηγξάθεη ηελ ζέζε ηνπ ζηληξηβαληνύ;     

Να εμεηάζεηε αλ ν αγσγόο ύδξεπζεο δηέξρεηαη από ην θέληξν ηνπ ζηληξηβαληνύ, πξνθεηκέλνπ λα ελσζεί κε 

απηό. 

  ii.  Αλ ν αγσγόο ύδξεπζεο δελ δηέξρεηαη από ην θέληξν ηνπ ζηληξηβαληνύ, πνην ζεκείν ηνπ αγσγνύ ύδξεπζεο 

πξέπεη λα ελσζεί κε ην θέληξν ηνπ ζηληξηβαληνύ ώζηε λα έρνπκε ηελ κηθξόηεξε δπλαηή απόζηαζε, άξα θαη 

νηθνλνκηθόηεξε θαηαζθεπή;             

 β) Ο κεραληθόο πνπ ζέιεη λα ραξάμεη έλαλ επζύγξακκν δξόκν, θαηέιεμε ζηελ εμίζσζε x y 2 0,      κε 

0.   Μπνξείηε λα ηνλ βνεζήζεηε λα βξεη γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ν δξόκνο απηόο εθάπηεηαη ηνπ ζηληξηβαληνύ;                                                                               
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39. ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη  , 1 ,      3 , 1      θαη ην ζεκείν Μ είλαη ην κέζν ηεο ΒΓ κε .      

 α)  Να απνδείμεηε όηη  2 , .                                                                                

 β)  Γίλεηαη επηπιένλ όηη ε γσλία ˆ 90 .   

  i.  Να ππνινγίζεηε ην ι .  

  ii.  Αλ 
1 3

2,
2 2

 
    

 
 λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.                

 

40. ε θαξηεζηαλό επίπεδν Οxy ζεσξνύκε ηα ζεκεία      x, y , A 1,0 , B 1,0   γηα ηα νπνία ηζρύεη: 

2 2

AM BM 9 AB   

 α)  Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ Μ είλαη ν θύθινο κε εμίζσζε 
2 2x y 8 .                                                                                                                       

 β)  Έζησ Γ θαη Γ δύν ζεκεία ηνπ θύθινπ ηέηνηα ώζηε 
2 32.   

  i.  Να δείμεηε όηη ηα ζεκεία Γ θαη Γ θαη ε αξρή ησλ αμόλσλ είλαη ζπλεπζεηαθά ζεκεία.                  

  ii.  Αλ ην ζεκείν Μ θηλείηαη ζηνλ θύθιν, λα ππνινγίζεηε ην .       

         

41. ε νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ κε αξρή ην ζεκείν  0,0  ζεσξνύκε ηνπο θύθινπο  ,R  θαη  ,   κε 

εμηζώζεηο    2 2 2 2x y 6x 8y 21 0 1 x y 2x 2y 1 0 2            αληίζηνηρα. 

 α)  Να βξείηε ηα θέληξα θαη ηηο αθηίλεο ησλ δύν θύθισλ. 

 β)  Να απνδείμεηε όηη νη δύν θύθινη βξίζθνληαη ν έλαο εμσηεξηθά ηνπ άιινπ. 

 γ)  Έζησ Μ, Ν ηπραία ζεκεία ησλ θύθισλ    ,R ,     αληίζηνηρα. Να ππνινγίζεηε ηελ ειάρηζηε θαη ηελ 

κέγηζηε απόζηαζε ησλ ζεκείσλ Μ θαη Ν. 

 

42. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2 2x y x y 1 0 1 , .           

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  1 , παξηζηάλεη θύθιν γηα θάζε .      

 β)  Να βξείηε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ πνπ νξίδεηαη από ηελ εμίζσζε  1 ,  ν νπνίνο εθάπηεηαη ηεο 

επζείαο   : x y 2 0 .                                             

 γ)  Γηα 1,  ζηνλ θύθιν πνπ πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε  1 ,  λα βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηνκέλσλ ηνπ, πνπ 

δηέξρνληαη από ην ζεκείν 
3 1

, .
2 2

 
   
 

   

 

43. ε νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ κε αξρή ην ζεκείν Ο ζεσξνύκε θύθιν  C  θαη επζεία    κε εμηζώζεηο 

   2 2x y 9x 3y 10 0 1 4x 3y 10 0 2         αληίζηνηρα. 

 α)  i.  Να βξείηε ην θέληξν Κ θαη ηελ αθηίλα R ηνπ θύθινπ  C .  
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  ii.  Να ππνινγίζεηε ηελ απόζηαζε ηνπ θέληξνπ Κ από ηελ επζεία    θαη λα απνδείμεηε όηη ε επζεία    ηέκλεη 

ηνλ θύθιν  C  ζε δύν ζεκεία. 

  iii. Να πξνζδηνξίζεηε ηα ζεκεία Α θαη Β ζηα νπνία ε επζεία    ηέκλεη ηνλ θύθιν  C .  

 β)  Αλ είλαη    1,2 4, 2 ,     ηόηε: 

  i.  Να ππνινγίζεηε ην εζσηεξηθό γηλόκελν .  

  ii.  Να απνδείμεηε όηη ν θύθινο κε δηάκεηξν ΑΒ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Ο. 

 

44. Γίλνληαη ηα ζεκεία    ,0 0,      κε  , 0    θαη  10 .   

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ησλ θύθισλ  κε δηάκεηξν ηελ ΑΒ, γηα θάζε ηηκή ησλ α θαη β είλαη:   

 2 2x y x 10 y 0      

 β)  Να απνδείμεηε όηη όινη νη θύθινη κε δηάκεηξν ηελ ΑΒ, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ α θαη β δηέξρνληαη από δύν 

ζηαζεξά ζεκεία, ηελ αξρή Ο ησλ αμόλσλ θαη έλα ζεκείν Ρ ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο.                                                                                                   

 γ)  Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ θέληξσλ όισλ ησλ θύθισλ κε δηάκεηξν ηελ ΑΒ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ 

α θαη β .     

 

45. ε κηα ζύγρξνλε πόιε, θαηαζθεπάδεηαη ζηδεξνδξνκηθό δίθηπν πνπ πεξηιακβάλεη: 

 ηε γξακκή 
1 ,  θάζε ζεκείν ηεο νπνίαο ζην νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ  είλαη ηεο κνξθήο: 

   1,2 1 , .       

 ηε γξακκή 
2 ,  πνπ πεξλάεη από ην ζηαζκό  4,2   θαη είλαη παξάιιειε ζην δηάλπζκα  u 1,3 .    

 α) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ πάλσ ζηηο νπνίεο βξίζθνληαη νη γξακκέο 
1 2 .                                                                                                               

 β)  Η είζνδνο ηνπ αζιεηηθνύ ζηαδίνπ κηαο ζπλνηθίαο ζα βξίζθεηαη ζην ζεκείν  1,1  ηνπ νξζνθαλνληθνύ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Οη θαηαζθεπαζηέο ζέινπλ λα ζπλδέζνπλ ηελ είζνδν ηνπ ζηαδίνπ απ’ επζείαο κε 

θάζεην δξόκν, κε κηα από ηηο γξακκέο 
1 2 .    Να βξείηε κε πνηα από ηηο δύν γξακκέο είλαη πην ζπκθέξνπζα 

ε ζύλδεζε. Γίλεηαη όηη ην θόζηνο ζύλδεζεο αλά κνλάδα κήθνπο, είλαη ην ίδην θαη γηα ηηο δύν γξακκέο.                                                                                         

 γ)  Γύξσ από ην ζηάδην ζα δεκηνπξγεζεί θπθιηθό πάξθν. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ, πνπ ζα νξίδεη ην 

πάξθν, αλ ην θέληξν ηνπ είλαη ην ζεκείν Κ θαη επηπιένλ ν θύθινο απηόο εθάπηεηαη ηεο γξακκήο 
1 .   

                                          

46. Γίλεηαη ε εμίζσζε        x x 4 y y 2 2 x y 4 1 .       

 α)  Nα δείμεηε όηη ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν  3,2
 
θαη αθηίλα 5 .    

 β)  Γίλνληαη ηα ζεκεία  4,4  θαη   2,0 . 

i. Να δείμεηε όηη ηα ζεκεία Α θαη Β είλαη αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηνπ θύθινπ.  

ii. Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηνπ θύθινπ νη νπνίεο είλαη παξάιιειεο ζηελ δηάκεηξν ΑΒ. 
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 γ)  Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι ώζηε ε επζεία (ε) κε εμίζσζε y x 4   λα ηέκλεη ηνλ παξαπάλσ θύθιν 

ζε δύν ζεκεία Γ θαη Γ ώζηε   20 .    

 

47. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2 2x y 4 x 4 y 0 1 ,       όπνπ α είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

 α)  Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν. 

 β)  Να πξνζδηνξίζεηε ην θέληξν Κ θαη ηελ αθηίλα R ησλ θύθισλ σο ζπλάξηεζε ηνπ α. 

 γ)  Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ θέληξσλ ησλ θύθισλ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α ηνπ εξσηήκαηνο α). 

 δ)  Να εμεηάζεηε αλ ππάξρεη ηηκή ηνπ α ώζηε ν αληίζηνηρνο θύθινο πνπ νξίδεηαη από ηελ εμίζσζε  1  λα 

εθάπηεηαη ζηνλ άμνλα x x .  

 

48. Σα ζεκεία    7, 1 3, 5       είλαη ζεκεία ελόο θύθινπ  C  θέληξνπ Κ. Σν ζεκείν Μ είλαη ην κέζν ηεο 

ρνξδήο ΑΒ θαη κία επζεία ε δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Κ θαη Μ.  

 α)  Να βξείηε:  

  i.  ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ.  

  ii.  ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ΚΜ.  

 β)  Αλ από ην θέληξν Κ ηνπ θύθινπ δηέξρεηαη ε επζεία   : x y 12,     ηόηε:  

  i.  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Κ.  

  ii.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  C .    

 

49. Γίλνληαη ηα ζεκεία    A 2,0 2, 2 .     

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ Κ θαη ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ . 

 β)  Να δείμεηε όηη ν θύθινο  C  κε δηάκεηξν AB έρεη εμίζσζε     
22C : x y 1 5 .    

 γ)  Να δείμεηε όηη ηα ζεκεία  M x,y  ηνπ επηπέδνπ γηα ηα νπνία  AMB 5  αλήθνπλ ζηηο επζείεο

 1 : x 2y 3 0     θαη   2 : x 2y 7 0 .     

 δ)  Να δείμεηε όηη νη επζείεο    1 2    εθάπηνληαη ηνπ θύθινπ  C .  

 

50. Γίλεηαη ε εμίζσζε:    2 2x y 8 x y 7 0 1 , .           

 α)  Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε , ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν, ηνπ νπνίνπ λα βξεζεί ην θέληξν θαη ε 

αθηίλα.                                                                        

 β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο γξακκήο πάλσ ζηελ νπνία θηλνύληαη ηα θέληξα ησλ θύθισλ απηώλ.                                                                                                    

 γ)  Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε ,  όινη νη παξαπάλσ θύθινη, δηέξρνληαη από δύν ζηαζεξά ζεκεία, ηα νπνία θαη 

λα βξεζνύλ.                                            
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 δ)  Θεσξνύκε ηνλ θύθιν πνπ νξίδεηαη από ηελ  1  γηα 0.   Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηνπ θύθινπ απηνύ, πνπ 

απέρνπλ από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ηελ ειάρηζηε θαη ηελ κέγηζηε απόζηαζε αληίζηνηρα. 

 

51. Γίλεηαη ε εμίζσζε      
2 2

x 3 y 2 1 1       όπνπ   θαη ε επζεία    : 2x 3y 0 .    

 α)  Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε   ηα θέληξα ησλ θύθισλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ  1  αλήθνπλ ζηελ επζεία 

  .  

 β)  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ    1 2,   πνπ απέρνπλ κεηαμύ ηνπο 2 κνλάδεο θαη έρνπλ κεζνπαξάιιειε 

ηελ επζεία   .  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη όινη νη θύθινη πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ  1  εθάπηνληαη ζε δύν ζηαζεξέο επζείεο. 

 δ)  Να βξείηε ην εκβαδόλ ελόο ηεηξαγώλνπ ηνπ νπνίνπ δύν απέλαληη πιεπξέο αλήθνπλ ζηηο επζείεο    1 2,    

αληίζηνηρα. 

 

52. Θεσξνύκε ηα ζεκεία      1,2 , 3,2 , 1, 4 .     

 α)  Να απνδείμεηε όηη ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν. 

 β)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο κεζνθάζεηεο ηεο πιεπξάο ΒΓ. 

Έζησ όηη ε κεζνθάζεηε ηεο πιεπξάο ΒΓ είλαη ε επζεία   : y x 1 .    

 γ)  Να βξείηε ζεκείν Κ ζηελ κεζνθάζεηε ηεο πιεπξάο ΒΓ πνπ ηζαπέρεη από ηα Α, Β . 

 δ)  Να  βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

 

53. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν ηνπ επηπέδνπ Μ , ηέηνην ώζηε: 2 0 .      

 α)  Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Β, Γ θαη Μ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην Μ είλαη ην κέζν ηνπ ΒΓ .  

 γ)  Έζησ πξαγκαηηθνί αξηζκνί θ, ι ηέηνηνη ώζηε     θαη  .     

Αλ επηπιένλ είλαη γλσζηό όηη γηα ηα κε παξάιιεια δηαλύζκαηα ,   ηζρύεη όηη ,    ηόηε:  

  i.  Να απνδείμεηε όηη 0.     

  ii.  Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο. Να πξνζδηνξίζεηε ηελ νξζή γσλία  θαη 

ηηο πιεπξέο πνπ είλαη ίζεο. 

 

54. Γίλεηαη ν θύθινο    2 2C : x y 1 .   

 α)  Αλ Α θαη Α΄ είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ θύθινπ  C  κε ηνπο εκηάμνλεο Ox θαη Oxαληίζηνηρα, ηόηε: 

  i.  Να απνδείμεηε όηη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Α θαη A  είλαη  A 1,0  θαη  A 1,0 .   
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  ii.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ε πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x x  γσλία o150 .  

 β)  Αλ ε επζεία    ηέκλεη ηνλ θύθιν  C  θαη ζην ζεκείν Β, λα απνδείμεηε όηη ε ρνξδή ΑΒ έρεη κήθνο 3.  

 γ)  Αλ ε επζεία    έρεη εμίζσζε  
3

y x 1 ,
3

    λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο    πνπ δηέξρεηαη από ηα 

ζεκεία A θαη Β. 

  

55. Γίλεηαη ν θύθινο   2 2C : x y 4   θαη ην ζεκείν  A 2 2,0 .  

 α)  i.  Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν Α είλαη εμσηεξηθό ηνπ θύθινπ  C .   

  ii.  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηνπ θύθινπ  C  πνπ δηέξρνληαη από ην ζεκείν Α θαη λα 

απνδείμεηε όηη είλαη κεηαμύ  ηνπο θάζεηεο.     

 β)  Αλ Β, Γ ηα ζεκεία επαθήο ηνπ θύθινπ  C  κε ηηο εθαπηόκελεο επζείεο από ην ζεκείν  Α, λα ππνινγίζεηε ην 

εκβαδόλ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΟΓ.  

 

56. Γίλνληαη ηα ζεκεία      0,0 , ,0 0, ,      όπνπ , 0.     

 α)  Να βξείηε ζπλαξηήζεη ησλ ,   

  i.  ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ   
ηνπ ηκήκαηνο  .  

  ii.  ηελ απόζηαζε   .  

 β)  Αλ  
2 2

2

 
  , ηόηε:

 

  i.  λα απνδείμεηε όηη 
( )

( )
2


  .  

  ii.  λα γξάςεηε ηελ πξόηαζε ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο πνπ έρεη απνδεηρζεί. 

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ   .  

 

57. ην παξαθάησ ζρήκα έρνπκε ζρεδηάζεη θύθιν  1C  θέληξνπ   θαη ηελ επζεία  

: x 5 . 

 α)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ  1C . 

 β) Έζησ έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ  1 1x , y .  

    i.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ θύθινπ κε θέληξν  1 1x , y  θαη αθηίλα 2 . 

     ii.  Να βξείηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ ΑΒ  ζε ζπλάξηεζε κε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Β .  

 γ)  Να βξείηε όινπο ηνπο θύθινπο ηνπ εξσηήκαηνο β) i. κε αθηίλα 2 , πνπ εθάπηνληαη εμσηεξηθά ζηνλ  1C  θαη 

ζηελ επζεία   . 

 

58. Γίλνληαη δύν θύθινη κε εμηζώζεηο:       
2 2

1C : x 2 y 3 8     θαη       
2 2

2C : x 7 y 2 18    . 



schools.patakis.gr --- Αζκήζεις από ηεν Τράπεδα Θεμάηων ηοσ Ινζηιηούηοσ Εκπαιδεσηικής Πολιηικής --- schools.patakis.gr 

 

schools.patakis.gr --- Αζκήζεις από ηεν Τράπεδα Θεμάηων ηοσ Ινζηιηούηοσ Εκπαιδεσηικής Πολιηικής --- schools.patakis.gr 

 

 α)  Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ   , όπνπ ,  ηα θέληξα ησλ θύθισλ    1 2,C C  αληίζηνηρα. 

Αθνινύζσο λα δείμεηε όηη νη δύν θύθινη εθάπηνληαη εμσηεξηθά. 

 β)  i.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ΚΛ . 

  ii.  Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο επζείαο  ΚΛ  κε ηνλ θύθιν  1C  θαη ην ζεκείν επαθήο ησλ δύν θύθισλ. 

 γ)  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο θνηλήο εζσηεξηθήο εθαπηνκέλεο ησλ θύθισλ. 

 

59. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2 2x y 2 1 x 2 y 2 1 0           (1) , όπνπ  . 

 α)  Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν θαη λα γξάςεηε σο ζπλάξηεζε ηνπ ι ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ Κ θαη ηελ αθηίλα ξ . 

 β)  Ση παξηζηάλεη ε εμίζσζε  1  γηα 0  ;  

 γ)  ην ζρήκα θαίλνληαη 4 θύθινη κε ηα αληίζηνηρα θέληξα ηνπο 

1 2 3 4, , ,     πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ  1  γηα 4 αληίζηνηρεο 

ηηκέο ηνπ ι. Αμηνπνηώληαο ην ζρήκα, 

  i.  λα απνδείμεηε όηη ηα θέληξα όισλ ησλ θύθισλ πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηελ  1  βξίζθνληαη πάλσ ζε κηα επζεία ηεο νπνίαο λα βξείηε 

ηελ εμίζσζε.  

  ii.  λα απνδείμεηε όηη όινη νη θύθινη πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ  1  

δηέξρνληαη από ζηαζεξό ζεκείν ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο.  

  iii. λα απνδείμεηε όηη ε επζεία   : x y 1 0     είλαη θνηλή εθαπηνκέλε όισλ ησλ θύθισλ πνπ πξνθύπηνπλ από 

ηελ  1 .  

 

60. Γίλεηαη ε εμίζσζε      
2 2 2x 2 y 1 1 ,       όπνπ .   

 α)  Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε ηηκή ηνπ  ι  ε  1  παξηζηάλεη θύθιν, ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ην θέληξν θαη ηελ 

αθηίλα. 

 β)  Να απνδείμεηε όηη όινη νη θύθινη πνπ νξίδνληαη από ηελ  1  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ι δηέξρνληαη από δύν 

ζηαζεξά ζεκεία.  

 γ)  Αλ    1,0 3,0    είλαη ηα κνλαδηθά ζεκεία από ηα νπνία δηέξρνληαη όινη νη θύθινη, ηόηε λα βξείηε ηελ 

εμίζσζε ηεο θνηλήο ρνξδήο ηνπο θαη λα απνδείμεηε όηη είλαη θάζεηε ζηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη από ηα θέληξα 

ησλ θύθισλ.  

 δ)  Αλ έλα ζεκείν  ,    επαιεζεύεη ηελ   1  γηα θάζε ,  ηόηε λα απνδείμεηε όηη 0.    

 

61. Γίλνληαη νη θύθινη      
2 2

1C : x 1 y 1 9      θαη       
2 2

2C : x 4 y 4 9    . 
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 α)  Να δείμεηε όηη ηα θέληξα Κ, Λ ησλ θύθισλ  1C  θαη  2C
 
αληίζηνηρα βξίζθνληαη ζηελ δηρνηόκν ηεο γσλίαο 

ˆxOy  ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ.  

 β)  Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο B, Γ ησλ θύθισλ  1C  θαη  2C .  

 γ)  Να βξείηε ηα ζεκεία ηεο επζείαο y x  ώζηε ην ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδεηαη κε ηα  Β, Γ  λα έρεη εκβαδόλ 
21

. .
2


 

 

62. Γίλνληαη νη εμηζώζεηο    2 2

1C : x y 2x 8 0 1      θαη      2 2

2 : 6 8 0 2 .   C x y x  

 α)  Να δείμεηε όηη νη    1 2  είλαη εμηζώζεηο θύθισλ, κε θέληξα  1,0 ,  3,0  θαη αθηίλεο 
1 3  , 

2 1   

αληίζηνηρα. 

 β)  i.  Να βξείηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ   . 

  ii.  Να δείμεηε όηη ν θύθινο  2C  εθάπηεηαη εζσηεξηθά ηνπ θύθινπ  1C  .                                                                                 

 γ)  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ αθηίλσλ ηνπ θύθινπ  1C
 
 πνπ εθάπηνληαη ζηνλ θύθιν  2C . 

  

63. Θεσξνύκε ηηο εμηζώζεηο  1 : x y 0       θαη       2 : 1 x 1 y 1 0 , .           

 α)  Να απνδείμεηε όηη νη    1 2    παξηζηάλνπλ εμηζώζεηο επζεηώλ γηα θάζε ηηκή ηεο παξακέηξνπ κ . 

 β)  Να απνδείμηε όηη ε νμεία γσλία ησλ επζεηώλ    1 2    είλαη  45  γηα θάζε ηηκή ηεο παξακέηξνπ κ . 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ επζεηώλ    1 2    αλήθνπλ ζηνλ θύθιν κε θέληξν ηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ θαη αθηίλα 1. 

 

64. Γίλνληαη ηα ζεκεία    A 1,1 , B 5,5 .  

 α)  Αλ γηα ην ζεκείν  M x,  ηζρύεη 
2 2

AM BM 32,   λα απνδείμεηε όηη: 

  i.  ην ζεκείν Μ βξίζθεηαη πάλσ ζηελ θακπύιε κε εμίζσζε  2 2x 6 6x 10 0 1 .                                                                                                                            

  ii.  ε εμίζσζε  1  παξηζηάλεη θύθιν.   

 β)  Αλ ην θέληξν ηνπ θύθινπ είλαη ην  K 3,3  θαη ε αθηίλα ηνπ 2 2 :   

         i.   Nα δηεξεπλήζεηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ε επζεία   : x 2      εθάπηεηαη ηνπ θύθινπ  1 .                                                                                                           

         ii. Τπάξρεη ηηκή ηνπ ι γηα ηελ νπνία ε επζεία    ζρεκαηίδεη κε ηελ ΑΒ γσλία 45 ;  

         

65. Γίλεηαη ε εμίζσζε      2 2x y 4 2k x 2 1 k y 5 2k 0 I ,         όπνπ  k 0, .   

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε  I  παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν  M k 2,k 1   θαη αθηίλα k 2  γηα θάζε k 0.  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν  M  αλήθεη ζε κηα ζηαζεξή επζεία γηα θάζε k 0.  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ε επζεία   : y x 1     είλαη εθαπηνκέλε ηνπ παξαπάλσ θύθινπ γηα θάζε k 0.  

 

66. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2 2x y 4 x 2 y 4 0 1 .          
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 α)  Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ   ώζηε  ε εμίζσζε   1  λα παξηζηάλεη  θύθιν.     

 β)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ θαη ηελ αθηίλα ηνπ θάζε θύθινπ.   

 γ)  Να βξείηε ηελ επζεία ζηελ νπνία αλήθνπλ ηα θέληξα ησλ παξαπάλσ θύθισλ. 

 δ)  Γηα 1   λα βξείηε ηελ εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηνπ αληίζηνηρνπ θύθινπ ηεο εμίζσζεο  1  ζην  ζεκείν  2,2 .     

                                                                                     

67. Γίλεηαη ε εμίζσζε 2 2x y 2x 4y 1     . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη παξηζηάλεη θύθιν ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα. 

 β)  Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν  M 3,2  βξίζθεηαη έμσ από ηνλ θύθιν. 

 γ)  Να βξείηε ηηο εθαπηόκελεο ηνπ θύθινπ πνπ δηέξρνληαη  από ην Μ.  

 

68. Γίλνληαη νη θύθινη    2 2

1C : x y 2 2x 1 0       θαη     2 2

2C : x y 6 2x 9 0    . 

 α)  Να δείμεηε όηη νη θύθινη  1C  θαη  2C  έρνπλ θέληξα  2,0  ,  3 2,0  θαη αθηίλεο 
1 1  , 

2 3   

αληίζηνηρα. 

 β)  i.  Να δείμεηε όηη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ δηέξρνληαη δύν θνηλέο εθαπηόκελεο ησλ θύθισλ  1C  θαη  2C .  

  ii.  Να ζρεδηάζεηε έλα πξόρεηξν ζρήκα όπνπ λα θαίλνληαη νη θύθινη θαη νη δύν απηέο εθαπηόκελεο.  

 

69. Γίλεηαη ν θύθινο   2 2C : (x 2) (y 3) 5     θαη ε επζεία   : 2x y 5 0    .
 

 α)  Να βξείηε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ  C . 

 β)  Να δείμεηε όηη ν θύθινο  C  θαη ε επζεία    δελ έρνπλ θνηλά ζεκεία. 

 γ)  Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ δύν επζείεο    1 2,   πνπ είλαη παξάιιειεο ζηελ επζεία    
θαη εθάπηνληαη ηνπ 

θύθινπ  C  θαη λα βξείηε ηηο εμηζώζεηο ηνπο. 

 δ)  Να βξείηε ηε κεζνπαξάιιειε ησλ επζεηώλ    1 2,  . 

 


